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A: solid torus B: knotted solid torus
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B: pinched solid torus C: plane annular region D: circleA: solid torus
����������� ���"���R��<���������!�5;�����*��	����D	"
�
;���@����éê	"
����@�9�±���Çè9��
±>;'"#Á,s	�����	h<����Ç���t�ª57�s	����]���������"����� ���@���Ç<(����	���!��R��������������!������
���"��!���������	���������!�>
�; % üªú�ù�ÿ�þ���ö7ø(÷�ÿêú�û$ÿ:�
þ��Áô�÷�ô�û���ô�÷�ô�ü±þAô"ùRþ±ûsø(÷�þ±ô�û$ÿ�ú�ÿ�þ±øaû
��øaû
ù�þ��
ô�÷�ú�ÿ�þAøaû
ù s � �0tH � ø(û
ù�þ@�´ô�÷7	�øa÷;þ±û
ù�ÿ�ú�û���ô���ô�ü5 �
ú�û;�/��ô�ü5 +�� % �´ø���ô"ø���øa÷�ö��´þAù��[ø�	V6 � ( ø(û$ÿ�øDþ±ÿ�ù�ô�üG	
þ±ù�ô�þ±ÿ
�
ô"÷Óøa÷�þ±ô�û$ÿêú¨ÿ�þ±ø(û ö
÷�ô"ù�ô�÷�J?þ±û
ý[øa÷�ø(÷�þ±ô�û$ÿ�ú�ÿ�þ±øaû
÷�ôOJ(ô�÷�ù�þ±û
ýV � ø(û
ù�þ��
ô�÷sû
ø��bú�ûõþ±ù�øaÿ�ø(ö´þ@�<�´ôB	�ø(÷��Óú �
ÿ�þ±øaû &�� � (hø,	 6 �O(
 /�"�´ô�	Âú,��ÿ�ÿ
�­ú¨ÿ�ÿ
�
ô�þ��
ô�û$ÿ�þAÿ5�yþAù
ø(÷�þ±ô�û$ÿêú�ÿ�þ±ø(û�ö
÷�ô�ù�ô"÷
J$þ±û
ýj��ø��<#
þ±û
ôO� ��þ±ÿ���ÿ
�
ô<�"ø(û
�
ÿ�þ±û
�
þ±ÿ5�õø�	�� $�� l � ( h � � $ � (tþ���ö
ü±þAô"ùtÿ
�­ú¨ÿG� � þAù
ø(÷�þ±ô�û$ÿêú�ÿ�þ±ø(û�ö´÷�ô�ù�ô�÷
J$þ±û
ý"! ��# s�� l �Bt
 ?u]ô�û���ô<��ô"ü� 
�
þ±ù�ø(û
ü��oúkû´ô���ô�ù�ùêú�÷�� ��øaû��
þ±ÿ�þ±øaûoÿ�ø �Úô�ü5 �� k ÷êú,�B�
ÿ�þ��6ú¨ü±ü@�
9��"�
ô"÷�ô6ú¨ù ú�ûkø�#�-�ô���ÿDú¨û��kþAÿ�ù ��þ±÷�÷�øa÷Rþ��kú�ý(ô
�
û��´ô�÷�úD÷�ôB1­ô��"ÿ�þ±ø(û�ú¨÷�ôÇû
ø(ÿ û
ô���ô�ù�ùêú¨÷�þ±ü��hô�U
�
þ�J(ú¨üAô"û?ÿ
	�øa÷?��ô�ü5 �;9@ÿ
�
ô��tú¨÷�ô�ù��?ù�ÿ�ô��kú�ÿ�þ@�@ú�ü±ü���ô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û$ÿ2	�ø(÷
��ô"ü� 
�; 

�"�
ô�ô��
ú���ÿsü±þAû;+I#7ô�ÿ5�Çô�ô�û ��ô�ü5 ?�yú�û�� ��ô�ü5 ��þ±ùsû
ø(ÿ
��ø���ö
ü±ô�ÿ�ô�ü��q��ü±ô6ú�÷)	�ø(÷S�
ù0 6*û?ÿ��
þ±ÿ�þ�J(ô"ü@�
9<��ô�ü5 ��þAù
��øa÷�ôõù�ÿ�÷�þ±û
ýaô�û$ÿI#7ô��6ú,�
ù�ô|ø�	�ø(÷�þ±ô�û$ÿêú�ÿ�þ±ø(ûq��øaû
ù�þ��
ô�÷ �
ú�ÿ�þ±ø(û
ùkù�þ���þAüªú¨÷�ÿ�øZÿ��
ôõø(û
ô"ù��
ô�ù���÷�þ�#7ô���þAû ö7ø(þ±û$ÿ �
ú�#7ø�J(ô� uDô�û��"ô�9�ú�û
øaÿ
�
ô�÷cô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û$ÿj�
ôBP7û
þ±ÿ�þ±ø(û�ø,	
��ô"ü� ��þ±û
ù�ö
þ±÷�ô��r	�÷�ø��bÿ��
ôR�
ôBP­û´þAÿ�þ±ø(ûkø�	3��ô�ü5 ��A��ø��
ü��
#7ô ��øaû
ù�ÿ�÷
���"ÿM#
��÷�ôO��ø�J$þ±û
ýRÿ��
ô�ö7ø(ù�ù�þ�#
þ±ü±þAÿ5�]ø�	��
ø���ô�ø,�

��ø(÷�ö��
þ��Rü±þ±û�+tþ±û�ÿ��
ôDù�ô�U
�
ô�û���ô"ùDø�	9ø�#�-�ô���ÿ�ùÄú¨û��<��ø��<�
ö´üAôO��ô�û$ÿ�ù0 ��"�
þ±ù�þ��
ô6úr��þ±ü±üM#7ô�ô��$ö
ü±ø(þ±ÿ�ô��oþ±û�ÿ��
ô<�
ôB	 �
þ±û
þ±ÿ�þAøaûoø,	ÄôOUF�´þ@J(ú¨ü±ô�û���ôr#­ô�ÿ5�Çô�ô�û ��� #
þ±û­ú�÷���þ��Óú¨ý(ô�ù
ö´÷�ø(ö7ø(ù�ô��j	H�´÷�ÿ
�´ô�÷Dþ±û�ÿ��
ôtö­ú¨ö­ô"÷C 

% i��ViLc�*
, /'��*Vh ' / óZþ±ÿ
�Ý÷�ô�ý$ú�÷
� ÿ�øÔþ��Óú�ýaô�ö
÷�ø,�
�"ô�ù�ù�þAû´ýZ÷�ô�U
�
þ±÷�ô���ô�û$ÿ�ùC9]ÿ
�
ô��
ôBP­û´þAÿ�þ±ø(û ø�	hÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ýaþ �
�@ú�ü9ôOUF�´þ@J(ú¨ü±ô�û���ôt÷�ô�üªú�ÿ�þAøaû
ùE#7ô�ÿ5�Çô�ô�û��´þAù���÷�ô"ÿ�ô�ø�#�--ô���ÿ�ù
�"ø���ô"ù �
ö�ú¨ý?ú¨þAû´ù�ÿ�ÿ��
ôR�
þ��*���
ü±ÿ�ÿ�÷�ú�û
ù�ö­øaù�þ±ÿ�þ±øaû�ø�	9û
ø,�
ÿ�þ±ø(û
ù�ü±þ�+(ô���øaû$ÿ�þ±û
�
ø��
ùD�
ôB	�øa÷
�kú�ÿ�þ±øaû
ù�ø(÷R�
ø���ô�ø���ø(÷ �
ö;�
þ±ù
��ù0 % ù�þ���ö
ü±ô ù�ø(ü��
ÿ�þAøaûj�Rø��
ü�� �"ø(û
ù�þAù�ÿ�þAûj�
ù�þ±û
ý
�"ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��´ùÄú¨û­ú�ü±ø(ýaù=#��
ÿÇþAÿÇù�ô"ô���ù�÷�ú�ÿ��
ô�÷"�
þ��*���
ü±ÿ�ÿ�ø
þ±û
	�ô�÷�þAûyÿ
�
þ±ùR�Äú0�j�
ù�ôB	H�
üB÷�ô�ù��
ü±ÿ�ùD	�ø(÷�ö
÷�ú���ÿ�þ��6ú�ü�ú�ü±ýaø��
÷�þ±ÿ
����ù;þAû����S#7ô��6ú��´ù�ô�ø�	���ø��<#
þ±û­ú�ÿ�þ±ø(û­ú¨üC��ø���ö
ü±ô��$þ±ÿ5�
 
� �
÷�ÿ
�
ô�÷���øa÷�ô�9�ù����B�`ú�ûZú¨ö
ö
÷�ø$ú��B�Z÷�ú�þ±ù�ô�ù�ÿ
�
ô!UF�´ô�ù5�
ÿ�þ±ø(ûcø�	E�"�­ú¨ÿÑú¨ü±ý(ø(÷�þ±ÿ
��� ÿ�ø��B�
ø$ø(ù�ô�þ±ûõøa÷
�
ô�÷äÿ�ø�ýaô�ÿ
ú)��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù�ú�û7ú�ü±ø(ý2 % û`ú¨üAÿ�ô�÷�û7ú�ÿ�þ�JaôÓÿ�ø ÿ��
ô��
ù�ô
ø,	���ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��
ùÖú¨û­ú�ü±øaý(ùsþAù�ö´÷�ø�J$þ��
ô�� #
� ÿ
�´ô*	�÷êú���ôB�
�Çø(÷�+kø�	3��ô�ü±ü��
üªú�÷"��ø���ö
ü±ô��$ô�ùDú,��J(ø
�6ú¨ÿ�ô��yþAûSs � � tH9?s � � t
ú¨ù4ÿ
�
ôÇø(û
ü���ö7ø(ù�ù�þ�#
ü±ô �B�
øaþ@�"ôRÿ�øE�Óú¨û­ú�ýaô4þ@�kú�ýaô^ÿ�ø(ö7ø(üG�
øaý��
 <�"�
þ±ùD	�÷êú,��ô��Çø(÷�+�ÿ
�´÷�û
ùtø��
ÿtÿ�ø #7ôÓú�ö7ø��Rô"÷5	H�
ü



� ���

ÿ�ø$øaü2	�ø(÷���ø(û´ù�ÿ�÷�����ÿ�þAû´ý�ÿ
�
ô�øa÷�ô�ÿ�þ��6ú�ü ö
÷�ø$ø�	�ù�	�ø(÷Çö
÷êú,��ÿ�þG�
�6ú¨üWú¨ü±ý(ø(÷�þ±ÿ
����ù?s � �0t5 76*ûtø��
÷9øaö
þ±û
þ±ø(û?9"ÿ
�
þ±ù7	�÷êú���ô��Çø(÷
+
�Çø��
ü��j#­ôtú¨ö
ö
÷�øaö
÷�þªú¨ÿ�ôR	�øa÷�ÿ
�
ôäÿ�÷êú¨û
ù�ö7ø(ù�þ±ÿ�þ±ø(ûkþ±ûkÿ
�
ô
þ��Óú¨ý(ôR�Røa÷�ü��cø�	Rÿ��
ô<�Rô@ú�ü±ÿ
�cø�	Rÿ��
ô�û
øaÿ�þ±ø(û�ø,	Äÿ�ø(ö7ø��
ü±ø(ýaþ@�@ú�ü7ô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û���ôD#­ô"ÿ5�Rô�ô"û���ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ùÇù�ö­ú,��ô�ùE�´ôB�
ù
�"÷�þ�#­ôO��ú�#7ø�J(ô� *6*û��´ô�ô��?9�ú¨û ú,�����
÷�ú�ÿ�ôr�Óú¨û­ú�ýaô���ô�û$ÿ
ø�	7üAø
�6ú¨ü
�
þ���ô�û
ù�þ±ø(û
ù7��ø��
ü��Öú¨ü±üAø��cÿ
�´ô ��øaû
ù�ÿ�÷
���"ÿ�þ±ø(û�ø,	
úA�
þ±ý(þ±ÿ�ú�ü;ô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û$ÿ�ÿ�ø�þ±ù�øaÿ�ø(ö
��ÿ5�?ö7ôtþ±û���øaû$ÿ�þ±û
�
ø��
ù
ù�ö7ú���ô�ùr�"�
þ��B���"ø��
ü�� #7ô��
ù�ô�� 	�øa÷hö7ú�ÿ�ÿ�ô�÷�û|÷�ô���øaý(û
þG�
ÿ�þ±øaû? ?�"�´þAùÇþ��
ô6úäþ±ùR÷�ô�üªú�ÿ�ôO�Óÿ�øhÿ��
ô�ö­øaù�ù�þ@#´þAü±þ±ÿ5�sø�	9ö
÷�ôB�
��þ±ù�ô"ü@�A�
ôBP7û
þ±û
ý/�B�­ú¨þ±ûhö7ø(þ±û$ÿ�ù09(ù�þ@��ö
ü±ôRù��
÷5	*ú���ô]ö­øaþAû$ÿ�ùC9
J(øaü�����ô]ö­øaþAû$ÿ�ùÑú¨û��oú¨üAü ö­øaù�ù�þ@#´üAô"-B�
û;��ÿ�þ±ø(û´ùE#7ô�ÿ5�Rô"ô�û
ù�ô"ÿ�ùDø,	M�
þ��;ô�÷�ô"û?ÿD�
þ���ô�û´ù�þ±ø(û
ùRs � � t� 
6*û$ÿ
�
þ±ÿ�þ@Jaô�ü��F9Bÿ
�
ôcü±ô�J(ô"ü ø,	tÿ�ø(ö7ø(ü±øaý�� ö´÷�ô�ù�ô�÷
J(ú¨ÿ�þ±ø(û

÷�ôOUF�´þA÷�ô��A#F��ø��
÷4ù�ô�ý���ô�û$ÿêú¨ÿ�þ±ø(û�ö
÷�ø�#
ü±ô���÷�ô�ü±þ±ô�ù4þAûäÿ
�
ô
�
ù��­ú�ü�÷���#�#7ô�÷Óú¨û­ú�ü±ø(ý��7>/�Çôj�Äú¨û$ÿhÿ�øI�
ô�	�ø(÷�� ��þ±ÿ
�
�
ø��´ÿDÿ�ô@ú�÷�þ±û
ý�ø(÷]ö­ú�ù�ÿ�þ±û
ýÓú #
üªú��B+�ú�û��!�"�
þ±ÿ�ôtö
þ±ô��"ôhø,	
÷
�;#�#­ô"÷�þ±û���ü����
þ±û
ý 1 $ #
üªú��B+�(�ú¨û�� 1 ��ø���ö
ü±ô���ô�û$ÿ
$ �"�´þAÿ�ôC(7�´û?ÿ�þ±ü?ÿ��
ô3#
üªú,�N+�ö­ú¨÷�ÿ ù
�
ø���ù 7 ú¨û��tÿ
�´ô3�"�
þ±ÿ�ô
ö­ú¨÷�ÿ�ù��
ø���ù 7 ��ø���ö
ü±ô���ô�û$ÿC [óõôj�
øõû
øaÿ�û
ô�ô�� ÿ�ø
þ±û���ü����
ôD�
þ���ô�û´ù�þ±ø(û<��øaû
ù�þ��
ô"÷êú�ÿ�þ±ø(û
ù�þ±û�ÿ��
þ±ù �´ôB	�ø(÷��Óú �
ÿ�þ±øaûtö
÷�ø
��ô"ù�ùC muDô�û;��ô�9aÿ
�
ô�ü±ô�Jaô�ü$ø�	­ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ýaþ@�@ú�ü(ôOUF�´þ@J��
ú�ü±ô�û;��ôE�ÇôDû
ô"ô���þ±ù�÷�ô�üªú�ÿ�ôO��ÿ�ø.�
ø���ø(ÿ�øaö
�tÿ5�$ö­ô $ ÿ�ø.#­ô
��øa÷�ôtö´÷�ô���þ±ù�ô�ÿ�ø���ô�ü5 �*�´ôBP­û
ô�� ú,#­ø�JaôC(�9 �"�
þ��N�!�6ú�û
#7ô �kú�û­ú¨ý(ô�����þ±ÿ
� ù�þ���ö
ü±ô�÷sú�û�� ��ø(÷�ô<�
ù
�7ú�ü�ÿ�÷�ô6ú�ÿ �
��ô"û?ÿ�ùRÿ��­ú�ûkÿ��
ø(ù�ôtþ±ûFJaø(ü�J(ôO�<#F�r��ô�ü±ü��
üªú�÷���ø���ö
ü±ô��$ô�ùC 
6*û!	Âú���ÿ099ú 	�÷
�´þAÿ 	H�
ü�ù�ø(ü��
ÿ�þAøaûj	�øa÷4�´ôBP­û
þ±û
ýkÿ
�´ô�û
ø��

ÿ�þ±øaû�ø,	4�
ø���øaÿ�ø(ö
�cþ±û�þ��kú�ý(ô�ú¨û­ú�ü��$ù�þ±ù�÷�ô�ü±þAô"ù�þAû[÷�ôB�
ù
�´üAÿ�ùr	�÷�ø�� ú�ü±ýaô�#
÷êú¨þ���ÿ�øaö­øaüAøaý��
 % ü±ý(ôO#
÷êú¨þ@�yÿ�ø(ö7ø(üG�
ø(ý��[ù�ÿ�ôO�*��ôO� 	�÷�ø�� ÿ��
ôI��þ±ü±ü�ÿ�ø �
ù�ô�	�ø(÷��Óú�üDú¨ü±ý(ôB�
#
÷�ú�þ��õÿ�ô��B�
û´þ@U
�
ô"ùoÿ�øZù�ÿ�������ÿ�øaö­øaü±ø(ý(þ��6ú¨ü�ù�ö­ú,��ô�ù ú�ù
þ±ÿ/�7ú�� #7ô�ô�û �
øaû
ôr	�ø(÷�ú�û7ú�ü��$ÿ�þ���ý(ô�ø���ô�ÿ�÷
�
 ��^øyÿ
�
ô
ù�ö7ú���ô�ù�ú¨û�� ��øaû?ÿ�þ±ûF�´ø��
ùr�Óú�ö´ù<#­ô�ÿ5�Çô�ô�û ÿ
�´ô�� ��ø(÷ �
÷�ô"ù�ö7ø(û��k÷�ô"ù�ö7ô���ÿ�þ�Jaô�ü��Óýa÷�ø��
ö
ùDú�û;��ý(÷�ø��
ör�
ø���ø���ø(÷5�
ö��
þ±ù���ùjs � �0t5 �"�´ôoú�û­ú¨ü±ø(ý��S��þ±ÿ�� ú¨û­ú�ü��$ÿ�þ��ký(ô"ø���ô��
ÿ�÷��F9,�
ø��RôOJ(ô�÷09�#
÷�ô6ú�+$ù3�´ø���ûtþ±ûhøaû
ô�ô�ù�ù�ô�û$ÿ�þªú�üT	�ô6ú�ÿ��
÷�ô� 
ó �
ô"÷�ô6ú¨ù�ÿ
�
ôD��ø$ø(÷
�´þAû7ú�ÿ�ô�ú�ü±ý(ôO#
÷êú�ø,	^ú�û­ú¨ü��?ÿ�þ��Rýaô�ø�� �
ô�ÿ�÷
�*�"ø���ö´üAô"ÿ�ô�ü��s÷�ôB1­ôO��ÿ�ù�ÿ
�´ôDý(ô"ø���ô"ÿ�÷
�
9aÿ
�
ôtú�ü±ýaô�#
÷êú
ø�	
ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ý��Dþ±ù9øaû
ü�� ú�ö7ú�÷�ÿ�þªú�ü��B�­ú¨÷êú,��ÿ�ô�÷�þ�86ú�ÿ�þAøaûhø,	
ÿ
�
ô
ÿ�øaö­øaü±ø(ý��
 j�"�
þ±ùA��ô6ú¨û
ùtÿ
�7ú�ÿ�ú�ÿ5�$ö
þ��6ú¨üRÿ��
ô�ø(÷�ô��Oø,	
ú�ü±ýaô�#
÷êú¨þ�� ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ý��/��þ±ü±ü;÷�ô@ú��?>Bþ 	4ÿ�øaö­øaüAøaý(þ��6ú¨ü­ù�ö­ú���ô"ù
1 ú¨û�� 7 ú�÷�ô/�
ø���ô�ø���øa÷�ö��
þ���9aÿ
�´ô�û�ù
�;�N�õú�ü±ýaô�#
÷êú¨þ��
��øaû��
þ±ÿ�þ±ø(û þ±ùhù�ú�ÿ�þ±ù P­ô��? S�"�´ô �"ø(û
J(ô�÷�ù�ô�ö´÷�ø(ö7ø(ù�þ±ÿ�þ±ø(û?9
�
ø��Çô�J(ô"÷C9
��þ±ü±ü
ý(ô�û´ô�÷êú¨üAü��<#7ô"	Âú¨ü±ù�ô� =�"�
�
ù09$þ 	9ÿ��
ô ú¨ü±ý(ôB�
#
÷�ú�þ��"��ø(û;�
þ±ÿ�þ±ø(û
ù�ú¨÷�ô�û
øaÿ�ùêú¨ÿ�þ±ù5P­ôO�?9��Çô"+$û
ø�� ÿ��­ú�ÿ 1
ú�û;� 7 ú�÷�ôhÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ýaþ��6ú�ü±ü��/�´þAù�ÿ�þ±û���ÿ0 E6L	B9­øaûkÿ
�
ôsø(ÿ��
ô�÷
�­ú¨û��?9 ÿ
�
ô��õú�÷�ô<	H�´ü P7üAü±ô��:97�Rô<�´ù
�­ú¨üAü����@ú�ûS��øaû���ü����
ô
û
øaÿ
�
þ±û
ý2 "Dô�Jaô�÷�ÿ��
ô�ü±ô�ù�ù09E�"�´ô�÷�ô6ú¨ùkÿ
�
ôj#
÷�þ@�´ý(ôr	�÷�ø��
ÿ�øaö­øaü±ø(ý��õÿ�ø�ú¨üAýaô�#
÷�úcþAùkú�ü���øaù�ÿhú¨ü��Äú0�$ù�úcø(û´ôB����ú0�

÷�ø?ú,�?9�þ±ÿ4÷�ô�ù��
ü±ÿ�ù�þ±û�ú�ü±ø(ÿ4ø�	2�
ù�ôB	L�
ü­÷�ô�ù
�´üAÿ�ùC 3�køa÷�ô�ø�Jaô�÷C9
�"ø(û
ù�þ@�´ô�÷�þ±û
ýsÿ
�
ô�÷�ô�üªú�ÿ�þ@Jaô�ù�þ���ö´üAþ���þ±ÿ5��ø�	;ø�#�--ô���ÿ�ùÇù�ÿ����
�
þ±ô��õþ±ûõþ��Óú¨ý(ôtö´÷�ø
��ô�ù�ù�þ±û
ý $ ø�#�-�ô���ÿ�ù/��þ±ÿ��õý(ø$ø
�õüAø
�6ú¨ü
ö´÷�ø(ö7ô�÷�ÿ�þ±ô�ù�ÿ�ø!#­ôr��ø���ö­ú�÷�ô��I��þ±ÿ��S��ø���ö
ü±ô���ø�#�--ô���ÿ�ù
ü±þ�+(ô 	�÷êú,��ÿêú¨ü±ùN(�9$ÿ��
þ±ùRøaû
ôB�5�Äú0��÷�ø?ú,� �"ø��
ü���ÿ��
÷�ûkø��
ÿRÿ�ø
#7ôhú.�
þ±ý��
��ú0�A	�ø(÷Çÿ
�
þ±ù�P­ô"ü@�: 
�]û
ô]ø�	9ÿ��
ôE��ø(ù�ÿ4þ���ö7ø(÷�ÿêú¨û?ÿ4ô�û$ÿ�þAÿ�þ±ô�ùRø,	Uú¨ü±ý(ô�#
÷�ú�þ��

ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ý��kþAù]ÿ
�
ôA	L�
û��­ú,��ô�û$ÿêú¨ü;ý(÷�ø��
öcø�	Äú�ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ýaþ �
�@ú�ü�ù�ö­ú���ô 1  .�"�
þ±ù ýa÷�ø��
öoþ±ùD��ø(û
ù�ÿ�÷�����ÿ�ôO�S	�÷�ø�� ÿ
�´ô
û´ø(ÿ�þ±øaû�ø�	�ü±ø$ø(ö�þAû 1 ��þAÿ��*#­ú¨ù�ôtö7ø(þ±û$ÿ � >

�C+���.)0�������	�
���	�
���
��z-���������	�1��zws�%�"��������&
1 WX�\?%;�U���9E� �S����&�? �s��9 �n���4&�?���&�!#�4!�9KBQ���4�L��&4�
� >�s�� l �Bt�� 1�9A!#��;�?%;6�4?�� $ ��( h�� $ �C( h �z�
% ÿ�÷�þ�J?þªú¨ü��6ú�ù�ô þ±ù�ÿ��
ô ��øaû
ù�ÿ�ú�û$ÿ��Óú�ö´ö
þ±û
ý øaû?ÿ�ø

& � (F ��� 5<�
ô�û
øaÿ�ô�ùsÿ
�´ô�ü±ø$ø(öõø�#´ÿêú�þ±û
ôO�S#F�cÿ�÷�ú0J(ô�÷�ù5�
þ±û
ý ÿ
�
ôcü±ø$ø(ö � #7ú��B+
�Äú¨÷
�
ù $ ��� 5 $�� ( h�� $ �Q� � (�(
�"�´þ@�B��þ±ù��6ú¨ü±üAôO��ÿ
�
ôõþ±û
J(ô�÷�ù�ô ø�	 �  �"�
ôõö´÷�ø
������ÿ
� 5 m �� ø,	Ñÿ5�Çøõü±ø$ø(ö
ù � 5 9 �! ��þ±ÿ
�[ùêú,��ôj#­ú¨ù�ô�ö7ø(þ±û$ÿ
� þ±ù/�
ô�P­û
ô�� #
�7> � 5 m �! $�� ( h"� 5 $ � � (äþ 	 � # s � l 5 t
ú¨û�� � 5 m �  $�� ( h#�  $ � � � �C(BþG	 � # s 5 l �Bt
 

*,+�-/.%$&������	�
���	�
���
��z-������'�)(���*+��
����,������	o1��
�	WJ�c�%�"����9G��&�1-� 5 |.�! dWX��?�;�?�;��{9A�4BQ��U���9E�v���4��&6?
�:�4=M�C;���B8��?D�E�/���z�\&G13� f@?%;6�8BQ�����/��&���9/� 5 �4&�5)�� ��=M�C;���B8��?D�E�/���Q=M�'�%��?D��$"�'�%FQ?D� & � l ��( Y<9A���Cu@��fA��wv��0�_4�
�Úô�ü5 
�A�
ôBP­û´ô�ùtú�ûkô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û��"ô ÷�ô�üªú�ÿ�þAøaûj��ø���ö­ú�ÿ�þ �

#´üAô���þ±ÿ
�tÿ��
ôÇüAø$øaö���ø���ö­øaù�þ±ÿ�þ±øaûÑú¨û��tÿ��
ôRü±ø$ø(öäþAû
Jaô�÷�ù�ô
�´ôBP­û
ô��cú�#7ø�J(ô� :�"�
ôD	H�
û��7ú���ô"û?ÿ�ú�ü7ý(÷�ø��
ö�ø�	 1 ��þ±ÿ
�
#7ú�ù�ôO��ö7ø(þ±û$ÿ � 9��
ô�û
øaÿ�ô��j#
�21 5 $ 1�l � (�9�þ±ùÇÿ
�
ô]ý(÷�ø��
ö	�ø(÷
��ô��j#
�Óÿ��
ôsô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û���ôA��üªú�ù�ù�ô�ù�ø,	Rÿ
�
þ±ù]÷�ô�üªú�ÿ�þ±ø(û
ú,��øaû
ýhü±ø$ø(ö´ùDþ±û 1 ��þ±ÿ
�j#­ú¨ù�ôsö­øaþ±û?ÿ � �
û��´ô�÷�ÿ
�
ô m
ö´÷�ø
������ÿÇø(ö7ô�÷�ú�ÿ�þ±øaû? ?6L	 � ú¨û��43 #7ô�ü±ø(û´ý ÿ�ø�ÿ
�
ô�ù�ú���ô
ö7ú�ÿ
�
��þ±ù�ôS�"ø(û
û
ôO��ÿ�ô�� ��ø���ö­øaû
ô�û$ÿkø�	 1 951 5 $ 1�l � (ú¨û���1 5 $ 1�l 3�(tú¨÷�ô�þAù�ø���ø(÷�ö;�
þ�� $ ú¨ùÖúj�"ø(û
ù�ô�U
�
ô�û���ô�9ÿ��
ô�#­ú¨ù�ô�ö7ø(þ±û$ÿ � ��þ±üAü�#7ô�ø���þAÿ�ÿ�ô�� þ±û�ÿ��
ôj	�øaü±üAø����
þ±û
ý!�"�
ô�û �ÇôÓú¨÷�ô�ø(û
ü��cþAû$ÿ�ô�÷�ô�ù�ÿ�ô��[þ±ûõö
÷�ø(ö7ô�÷�ÿ�þAô"ù�ø�	
1 5 $ 1�l � (�ú�ùDú�ûcú�#
ù�ÿ�÷êú,��ÿDýa÷�ø��
öV(� ��"�
ôäþ@��ö­øa÷�ÿ�ú�û���ôø,	­ÿ
�´ô3	H�´û��­ú���ô�û$ÿêú¨ü�ý(÷�ø��
öt÷�ô�ü±þAô"ù9þ±ûtÿ
�´ô3	�øaü±üAø���þ±û
ýB÷�ôB�
ù��
ü±ÿC>4þG	 1 ú�û�� 7 ú�÷�ô�ö7ú�ÿ
�
��þ±ù�ôD��ø(û´û
ô���ÿ�ô��kù�ö­ú,��ô�ùÇø�	
ÿ��
ôtù�ú���ô"�´ø���øaÿ�øaöF�sÿ5�$ö­ô�9$ÿ
�
ô�û61 5 $ 1 (�ú�û��71 5 $ 7 (ú¨÷�ôsþ±ù�ø���ø(÷�ö��
þ��� % ��ø(÷�ôtþ±û
	�ø(÷��Óú¨ÿ�þ�J(ô]÷�ô�ù��
ü±ÿtþ±ùDÿ
�´ô
	�ø(ü±ü±ø���þAû´ý*s � �0tH>

89(L+'��:L+�* 0c��fa1 ��9����4?�;�WX�T9E�}����&�&����"?D��5t��&�5��
9A!#U'9D���4����7 ��9d� 5��Df'�4=ABQ�4U'�%�d=M�"?D=>�4�"?8�>fG1d|G� f7; >
7 � 1���9z?%;6�G��&��'�%!�9A����&eBQ���4�L��&4��|x?�;��"& ! � # 7z|
;2��&�54!#���'9 ��&K��9A�4BQ�4=R�S;��T9EB U��"?DWX���"& 1 5 $ 7^l � ( �4&�51 5 $ 1�l � ( �



��� �

�"�
ô�øa÷�ô�� �cþAùkþ���ö7ø(÷�ÿêú¨û?ÿA	�ø(÷�ø��
÷kö��
÷�ö­øaù�ôS#7ôB�
�6ú,�
ù�ô�9�P7÷�ù�ÿBÿ
�
ô�û
øaÿ�þ±ø(ûsø�	;ü±ø$ø(ösþAù4ô6ú¨ù�þ±ü��hô��?ÿ�ô�û��
ôO��ÿ�ø
#
þ±û­ú¨÷
�kþ��Óú�ýaô�ùC9
ú¨û���ù�ô���ø(û;�oÿ��
ôtû
øaÿ�þ±ø(û�ø,	3��ø(û$ÿ�þ±û
�
�
ø��´ùM�´ôB	�ø(÷��Óú¨ÿ�þ±ø(û $ ú¨û��<�
ô�û;��ô"�
ø���ø(ÿ�ø(ö
þ��=�Óú¨ö
ö
þ±û
ý(ùB(
�6ú¨ûo#7ô ��ø(÷�ôZô6ú�ù�þ±ü@��ÿ�÷êú�û´ù�ö7ø(ù�ôO�_	�ø(÷ üAø$øaö
ù[ÿ
�­ú¨û
	�øa÷ �kú�ö
ö
þ±û
ýaù3�
ôBP7û
ô��kø(ûr�
þ±ý��
ô�÷"�´þ@��ô�û
ù�þAøaû�ù�ö­ú,��ô�ù0 
� ø(ü±ü±ø���þAû´ýRÿ��
ô�û
øaÿêú�ÿ�þ±ø(ûtø,	Ms ���0t�	�ø(÷?�"ø(û
J(ô�û$ÿ�þAøaû­ú�ü��
þ±ý��
þ±ÿêú¨ü(þ��Óú¨ý(ô�ù09B�RôRú¨ù�ù�þ@��þ±ü/ú¨ÿ�ô û
ø�� ú"���S#
þ±û­ú¨÷
�]þ@�kú�ýaô��
ÿ�ø $���� ( l���l��	l	� (=�"�
ô"÷�ô ��
 ��� ( þ±ùRÿ��
ôR#
üªú��B+�ö­øaþ±û?ÿ
ù�ô"ÿ $ ø�#�--ô���ÿN(O9 ��� (	� � þ±ùRÿ��
ôE�"�´þAÿ�ôDö7ø(þ±û$ÿ�ù�ô"ÿ $ ø�#�--ô���ÿ
��ø���ö
ü±ô���ô�û$ÿN(�9@ú�û�� $ ��l	� ( # & $ � l � ��( l $ � � l ��(�(M��øa÷�÷�ôB�
ù�ö7ø(û;�
ù�ÿ�ø�ÿ��
ôE�Çô�ü±üG��+$û
ø���û��;�­ú�ü
��øaû
û
ô���ÿ�þ�J?þ±ÿ5�A�B�
ø(þ���ô
ú�ü±ü±ø���þ±û
ý�ÿ�÷êú�û´ù�ö7ø(ù�þ±ÿ�þAøaûtø�	$ÿ
�
ô���üªú�ù�ù�þ��6ú¨ü�
(øa÷
�­ú¨û�ÿ
�
ô�ø,�
÷�ôO�{ÿ�ø]ÿ
�
ôÇø(÷�ÿ
�
øaý(øaû­ú�ü$üªú�ÿ�ÿ�þ���ôEs ����t $ #
üªú��B+tö7ø(þ±û$ÿ�ù^ú¨÷�ô
ùêú¨þ��õÿ�ø�#7ôÓú,�C-�ú��"ô�û$ÿtþG	Äÿ��
ô�� ú�÷�ô � �5��ø(û´û
ô���ÿ�ô��`ú�û;�
�"�
þ±ÿ�ô]ö­øaþ±û?ÿ�ùÄú¨÷�ô]ùêú�þ���ÿ�øA#­ôtú��0-�ú���ô"û?ÿÇþG	9ÿ
�
ôO��ú�÷�ô � �
��øaû
û
ô���ÿ�ô��V(O 3�"�
ô���ø���ö
ü±ô���ô"û?ÿ7ø�	7ÿ
�
ô"��� #
þ±û­ú¨÷
��þ��<�
ú�ýaô�� h $���� ( l	��l	�	l	� (]þAù � h $���� ( l��	l	��l ��� (	� � (O 
% �
þ±ý(þ±ÿ�ú�ü�ü±ø$ø(ö[þ±û � $ ÷�ô�ù�ö? ��� (	� � (�þ±ù�ù�þ@��ö
ü�� ú
��ü±ø(ù�ô����B�­ú¨þAû�ø,	´ú,�C-�ú,��ô�û$ÿ7#
üªú��B+ $ ÷�ô�ù�ö? =�"�
þ±ÿ�ô0(7ö­øaþAû$ÿ�ùC 
�"�
ôÇû
ø(ÿ�þ±ø(ûtø,	V�
ø���ø(ÿ�ø(ö
þ��=��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù4ü±ø?øaö
ù $ ��ô�ü5 +��(
�­ú¨ù<#­ô�ô"ûZÿ�÷�ú�û
ù�ö­øaù�ô��Zÿ�øoÿ��
ôkû
ø(ÿ�þ±ø(û ø,	 ô�U
�
þ�J(ú¨üAô"û?ÿ
�
þ±ý(þ±ÿ�ú�ü;ü±ø$ø(ö
ù]þAû�ú �
þ±ù
��÷�ô�ÿ�ôsù�ô�ÿ 1 þ±ûj�
þ��;ô�÷�ô�û$ÿR��ú0�?ù
$ ù�ô�ôS	�ø(÷�þ±û
ù�ÿêú¨û���ôõÿ
�´ôS�
ôBP­û
þ±ÿ�þAøaû`ø,	/�
þ±ý(þ±ÿ�ú�üR�
ôB	�øa÷5�
�Óú¨ÿ�þ±ø(û|þAû s � � t (O �"�
ô"û?9�J(ú¨÷�þ±ø��
ùyû
ø(û�ô�U
�
þ�J(ú¨üAô"û?ÿ
�
ôBP7û
þ±ÿ�þ±ø(û
ùBø�	;ÿ�ø(ö7ø(ü±øaý��tö
÷�ô�ù�ô"÷
J$þ±û
ýhÿ�÷êú¨û
ù5	�øa÷
�kú�ÿ�þ±øaû
ù
#­ú¨ù�ô��bøaû{ÿ��
ôZö
÷�ô�ù�ô�÷�J(ú�ÿ�þAøaû�ø�	�ù
���B�W�
þ±ý(þ±ÿ�ú�üsüAø$øaö
ô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û;��ô �­ú0JaôS#­ô"ô�û{ö
÷�ø(ö7ø(ù�ô���s �;�BtH9As � � t59/s ���0tH 
�"�
ô�ù�ô +$þ±û���ø�	7ÿ�ø(ö7ø(ü±øaý���ö
÷�ô�ù�ô�÷�J$þAû´ý ÿ�÷êú¨û
ù5	�øa÷
�kú�ÿ�þ±øaû
ù
ú�÷�ô�ø�	�ÿ�ô�û*�6ú¨ü±üAôO�*�
ø���ø(ÿ�ø(ö
þ��Çÿ�÷�ú�û
ù 	�ø(÷��Óú�ÿ�þ±ø(û
ù�þ±û�ÿ
�
ô
P­ô�ü���ø�	��kú�ÿ
�´ô��Óú¨ÿ�þ��6ú�üO��ø(÷�ö��
øaüAøaý��Rs ���BtH :�"�
þ±ù;ÿ�÷�ú�û
ù �
ö7ø(ù�þ±ÿ�þAøaûÖú¨ö
ö
÷�ø?ú��B��þ±ù=	�øa÷
�kú�ü±ü��Dô��$ÿ�ô"û��
ô��kÿ�øäÿ
�
ôD�
ôB	&�
þ±û
þ±ÿ�þ±ø(ûkø,	 �
þ±ý(þ±ÿêú¨ü2	H�
û��7ú���ô"û?ÿ�ú�ü ý(÷�ø��
ö
ù $ � � '�(Úø�	Äú
�
þ±ý(þ±ÿ�ú�ü9þ��kú�ý(ô�þ±û s ��� t� % P7÷�ù�ÿR�
ô�P­û
þ±ÿ�þ±ø(ûcø�	 $ � � '�(
÷�ô"üAþ±ô�ù4øaûtÿ
�
ôBù�ÿêú¨û��­ú¨÷
�sû
ø(ÿ�þAøaû�ø�	V�
þ±ýaþAÿ�ú�ü�ü±ø$ø(öhú¨û��tøaû
ú��A�
ø
��ü±ø
�6ú�ü��´ôB	�ø(÷��Óú¨ÿ�þ±ø(û
ù ø�	;ÿ
�
ô"ù�ôDü±ø$ø(ö´ùuú¨þ���þ±û
ýDú�ÿ
ÿ�÷�ú�û
ù�ö­øaù�þ±û
ýR�
ø���ø(ÿ�ø(ö
þ�� ô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û���ô $ �Úô�ü5 +��(� ���ø(û
ý
ö
÷�ø(ö7ø(ù�ô"ù ú�ü±ù�ø�ú���ø(÷�ô]ý(ô�û´ô�÷êú¨ü?�
ôBP7û
þ±ÿ�þ±ø(ûj�"�
þ��B��ú�ö
�
ö
ü±þ±ô�ù�ÿ�øhúR��þ��
ô�÷Ç÷êú¨û
ý(ô�ø,	?�
þ±ý(þ±ÿêú¨ü?ö´þ@�"ÿ
�
÷�ô4+$þ±û��
ù0 � ø(÷
ÿ
�´ôÓù�þ���ö
ü±ô*+$þ±û�� ø�	 ���_�
þ±ý(þ±ÿêú¨üRþ��kú�ý(ô"ù���ø(û´ù�þ��
ô�÷�ô��
þ±ûoÿ��
þ±ùtö­ú¨ö­ô�÷094ÿ
�
þ±ù��´ôBP­û
þ±ÿ�þ±øaû ú���ø��
û$ÿ�ù]ÿ�ø�ÿ��
ô<	�øaüG�
ü±ø���þ±û
ýV> "Uô�ÿ��	� �
ô�û
øaÿ�ô�ÿ��
ô<�
û
þ±øaûõø�	"#
üªú��B+oö7ø(þ±û$ÿ�ù
ø�	 � ú�û���#´ü/ú,�B+ ú,�C-�ú,��ô�û���þ±ô�ùäø�	��;99û­ú,��ô�ü���ÿ
�
ôsù�ô�ý,�
��ô"û?ÿ�ù9ø,	T6 �[( ��øa÷�÷�ô�ù�ö7ø(û��´þAû´ý ÿ�ø ú,�C-�ú��"ô�û���þ±ô�ù=#7ô�ÿ5�Rô"ô�û
#
üªú��B+�ö­øaþAû$ÿ�ù�ø�	 � ú�û;�Óü±ô�ÿ���� �´ô�û
ø(ÿ�ôhÿ��
ôR�
û
þ±ø(ûkø,	
�"�
þ±ÿ�ô�ö­øaþ±û?ÿ�ùtø�	 ��� (X� � ú¨û��S�"�
þ±ÿ�ôkú��C-�ú,��ô�û��"þAô"ùhø,	
��9Çû­ú,��ô�ü��cÿ
�
ôyù�ô�ý���ô�û$ÿ�ù�ø,	46 � ( ��øa÷�÷�ô�ù�ö7ø(û��´þAû´ý ÿ�ø
ú��0-�ú���ô"û���þ±ô�ùE#7ô�ÿ5�Çô�ô�û��"�´þAÿ�ô�ö­øaþAû$ÿ�ù�ø�	 ��� (	� �  

�C+���.JI&������	�
���	�
���
�����-�������-!�����'� �kwV����&�?���&�!��
��!�9 U'�%����� �%�"�����Mf � WJ��?%;�U���9E�2���4��&�?�� # ����9��
����&�?D�\&�!#�4!�9 BQ�����/��&4� � >js�� l �Bt � � � 9A!#��;t?�;���?
� $ ��( h � $ �C( h ���4&65e?�;��"=M�c��N���9A?\9�� # � �� �9A!#��;
?�;���? ! ;"!#�%$
����� $'&( ( # ��)
�#��� $ &( ( ��9@�� H!#��� �4=C��5MgA�����"&�?)?��5� $ &�* 5( ( )�#������9,�%��&�����=@�4&�?�;��Q�'�%��9A��5G�\&�?D�"=A$"��� s &( l &�* 5( t �
�"�´ôoü±þ±û�+S#7ô�ÿ5�Rô"ô�ûq��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù�ü±ø$ø(ö
ùr�
ôBP­û
ôO�`þ±û �
ú¨û�� ÿ
�
ô��
ù
�7ú�üR�
þ±ý(þ±ÿêú¨ü"#
üªú��B+[ü±ø?øaö
ù�þ±ù�ù�ÿ�÷�ú�þ±ý��$ÿ 	�ø(÷ �
��ú�÷��? "Dø(ÿ�ôDÿ��­ú�ÿ=��øaû?ÿ�þ±ûF�´ø��
ù3#´ü/ú,�B+tü±ø?øaö
ù=�
ôBP­û´ô���þ±û
�]ôB	B � ú¨÷�ôtù�ö­ôO��þªú�ü=�6ú�ù�ô�ù�ø�	3��øaû?ÿ�þ±ûF�´ø��
ù]üAø$øaö
ù�þ±û+� �
øa÷tþ±ûS6 � ( �,� � þ±ûoÿ��
ô�ù�ô�û
ù�ô�ø�	4�]ôB	B �V r�"�
ô�÷�ôB	�ø(÷�ô�9
ÿ��
ôR	�øaü±üAø���þ±û
ý�ô�U
�
þ�J(ú¨üAô"û���ô�÷�ô�üªú¨ÿ�þ±ø(û�þAù"�´ôBP­û
ô��:>

*,+�-/..-&������	�
���	�
���
��{-!�����'� ��	 � � +0/�
���12�L-4+�	�

��	 � �c�	WX�G���4&6?D��&6!
��!�9@�%�"����9 �\& � � WX�\?%;�U���9A�)���4��&6?
����=M�v9E����5G?��zU��8�� "!#��$H���%�"&�?O��& � � fx?�;��"Fz�4=>�P;���B8���
?����L���Q��&c� ] (	���3� ��&c?%;6�@9A�"&#9A�z�MfP][�A����4'�
� þ±û­ú¨üAü��
9
û
øaÿ�ôsÿ
�­ú¨ÿ�ÿ
�
ô�ö
÷�ø
������ÿtø,	Rÿ5�Çø*��øaû?ÿ�þ±ûF�T�

ø��
ù<#
üªú��B+cü±ø?øaö
ùsø�	5�cþ±ù/�´ù
�­ú¨üAü��cû
ø(ÿ�ú!��ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��
ù
#´ü/ú,�B+�ü±ø$ø(ö[ø,	6� þ±ûZÿ
�
ôyù�ô�û
ù�ôõø�	/�]ôB	N � #��
ÿ�ù�þ��<�
ö´ü@��úD��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù�ü±ø$ø(ösþ±û�� � $ û
ôOJ(ô�÷�ÿ
�
ô�ü±ô�ù�ùC97ú�û
øaÿ
�
ô�÷
�´ôBP­û
þ±ÿ�þ±øaû ø�	R��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù<#
üªú��B+õü±ø$ø(ö
ùA��ø���ö7ø(ù�þ±ÿ�þAøaû
�"ø(ö
þ±ô��r	�÷�ø��_��ø���ö­øaù�þ±ÿ�þ±ø(û�ø,	M�
þ±ýaþAÿ�ú�ü7ü±ø?øaö
ù"��ø��
ü��*#7ô
�´ù�ô��V(O =�"�
þ±ù4ô��$ö
üªú�þ±û
ù?�"�
��ÿ
�´ô � � ' ø�	7�D��þ±ÿ
��#7ú�ù�ôO�
ö7ø(þ±û$ÿ � # � 9��´ô�û
ø(ÿ�ô��<#
�51 $ � l � (�9¨þAù:�
ôBP­û´ô���ú�ù4ÿ
�´ô
ýa÷�ø��
öj	�øa÷
��ôO�*#
��ÿ��
ôtô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û;��ô���üªú�ù�ù�ô�ù�ø,	m�Úô�ü5 
�
ú,��øaû
ý/�"ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��´ùDü±ø$ø(ö
ù]þAû8�	� ��þ±ÿ���#­ú�ù�ôhö7ø(þ±û$ÿ �
�´û��
ô�÷�ÿ
�´ô m ö
÷�øF�;����ÿ�ø(ö7ô�÷êú¨ÿ�þ±ø(û: E�"�
þ±ùR� � 'W�
ôBP7û
þG�
ÿ�þ±ø(ûõú�ü±ü±ø���ù���ø(û
ýkÿ�øÓö´÷�ø(ö7ø(ù�ô�úr�
ôBP­û
þ±ÿ�þAøaûoø,	Rÿ
�´þAûT�
û´þAû´ýhú�ü±ý(øa÷�þ±ÿ
�;��ù7�"�
þ��B��ö
÷�ô"ù�ô�÷�J(ô�ÿ�øaö­øaüAøaý���#7ú�ù�ôO��ø(û
ÿ��
ô�øa÷�ô�� �� % ù�þ���ö
ü±ôtô��?ÿ�ô�û
ù�þAøaû ø,	Äÿ��
þ±ù��
ôBP­û´þAÿ�þ±ø(û
�"�´þ@�B�sù
�
ö´ö
÷�ô�ù�ù�ô�ù�ÿ��
ôÇüAø
�6ú¨ü±þ@8@ú�ÿ�þ±øaû���ø(û´ù�ÿ�÷�ú�þ±û$ÿ4üAô"ý(þ±ÿ�þG�
�kú�ÿ�ô�ü��hþ���ö7ø(ù�ô���ÿ�øhÿ��
þ±û
û
þ±û
ý29���ø��<#
þ±û
ô��r��þAÿ���þ��
ô6ú¨ù
ù�ÿ�ô��r��þ±û
ýj	�÷�ø�� ôOUF�´þ@J(ú¨ü±ô�û���ôI�Úô�ü5 3� ú¨û���� �
ôBP7û
þG�
ÿ�þ±ø(û
ù]÷�ô�ù��
ü±ÿ�ùtþ±û�ÿ��
ô/�´ôBP­û
þ±ÿ�þ±øaûÓø,	 �"�­ú¨ÿE�Çô/�6ú¨ü±ü?�
ø,�
��ø(ÿ�ø(ö
þ��6ú¨üAü��tôOUF�´þ@J(ú¨ü±ô�û$ÿ ���q#
þ±û­ú¨÷
��þ��Óú¨ý(ô�ù0 

*,+�-/..9&� (���*+��
����������L-4-;: +0/�
���12�L-4+�	�
 `,�
� ��	%��:2: ��*<�7= +'� � �	WX� ��BQ�H���'9 �	> h
$@?�? ( l	��l	�	lM1 ( �4&�5 �	A h $B?�? ( l	��l	�	lM7 ( Y $ ��l�� ( #

& $ � l � ��( l $ � � l ��(�( _ ��=M� ;��4BQ�4?����L����������F��� H!#��$"�����H&6?
� fq?�;��"=M����N���9A?\9q� 9E�� "!#�H&���� �Mf���B8�"�4�'9 � �DC h
$@?�? ( l	��l	�	l��,j ( l � �"E h $B?�? ( l	��l	�	l�� 5 ( l"m�m�m%l � �DF h
$@?�? ( l	��l	�	l�� ( ( 9A!
��;�?�;��4?G�,jGh�1d|�� ( h 7G|C�4&�5
! ; �<H ; H ��|�� & ��9x��UH?��4�\&���5PfA=>�4BI� & � 5 !�9A��&4�{�4&���>f@?�;��Q54!#���#fA�������4WX�\&4�zWX��F"9;$
2 �[���4��&�? 9A�"? �T9P�4545���5z?D�J� & � 5 ��&{9A!
��;{�8WX��F@?�;��4?K$



� ���

���)���4��;�Bv�M����&�&����"?D��5n����B)���4&6�H&�?d�Mf8� & ���4&#�?��4��&S9���N4���H?\�%Fd�4&���B@�M���4&6&����H?���5e���4B[�S��&��"&�?
�>f�� & � 5 )

�
�)���4��;d&#�M���4&�&6���"?���5�����B)���4&6�H&�?,�Mf ?�? (J� � & � 5���4&6?D����&#9e��N4���H?\�%F��4&6� &S�M����&�&����"?D��5n����B)�����
&��"&�?O�Mf ?�? ( � � & )

�
�LfA��=�������; �S����&�? � # � & � 5 |t?�;�����&��'�%!��
9A����&qBQ�����/��&4� ; > � & � 5 � � & ��&�54!#���'9�G��=M��!'� ��9A�4BQ�4=���;���9AB�U��"?DWX���"& 1 $ �	���

�
E l � (

��&�5 1 $ �	��� l � ( )
���LfA��=8������;{���4�\&�? � # ?�? (	� � & |P?%;6�z��&��'�%!�9A���4&BQ�����/��&4� ; > ?�? (	� � & � ?�? (	� � & � 5 ��&�54!#���'9����=M�4!'� ��9A�4BQ�4=R�S;��T9EB U��"?DWJ���"& 1 $ � � � l � (
��&�5 1 $ �	���

�
E l � ( )

2 �v�S����&�?O9A�"?^��9Q54�'�%�"?D��5Pf'=M�4B � & � 5 ��&�9A!#��;a�cWX��F?�;��4?Q���4&�5���?����4&#9�54!#��� ?��e?�;��{�L=M�"$H�\�4!�9a�4&6�A9a��=M�
$"�H=A� bX��5GYM5�!#���%�\?DFQWX��?�;G=>�A9������H?	?��zW�;���?��@��&�5GU'�%�����
���4��&�?\9�_4�
6*ÿDù��
ø��´ü@�j#7ôtû
øaÿ�ô���ÿ��­ú�ÿR��ô�ü5 �sþAù�øaû
ü��Óú �
ôBP­û
þG�

ÿ�þ±øaû*�"�
þ��B�*��þ@��þ���ù�ú�ùm	Âú�÷Dú¨ùRö7ø(ù�ù�þ�#
ü±ô���ô�ü5 
� $ ú�ö7ú�÷�ÿ
	�÷�ø�� �
ø���ô�ø���øa÷�ö��
þ±ù�� ü±þ±û�+�(� % ûZú�û­ú¨ü±ø(ý(ø��
ù��
ô�P��
û
þ±ÿ�þ±øaû ú¨ö
ö
ü±þ±ô��õÿ�øoú¨û
�I��øaû$ÿ�þ±û
�
ø��
ùsø�#�--ô���ÿ�ùsô��<#7ô��
�
�
ô���þ±û<6 �O(E�Çø��´ü@��ú�ö
÷�þ±ø(÷�þ´û
ø(ÿ�ù��$ù�ÿ�ôO�Óú�ÿ�þ��6ú�ü±ü���þ@��ö
ü��
��ô"ü� 
�� :6*û��
ô"ô���û
ô"ù�ÿ�ôO� �"ø(û
û
ôO��ÿ�ô��!��ø���ö­øaû
ô�û$ÿ�ù3��þ±ÿ��
þ±û���ü��
ù�þAøaû þ±û����;��þ±û
ýoþ±ù�ø���øa÷�ö��´þAù���ùR#7ô�ÿ5�Rô"ô�û 	H�
û;�­ú0�
��ô"û?ÿ�ú�ü�ý(÷�ø��
ö´ù�þ±ù�ø(û
ü��`ú û
ôO��ô�ù�ù�ú�÷�� ��øaû��
þ±ÿ�þ±ø(û ÿ�ø
ô��$þ±ù�ÿ�ô�û���ô[ø�	�ú �
ô�	�ø(÷��Óú�#´üAôc÷�ô"ÿ�÷êú,��ÿ�#­ô�ÿ5�Çô�ô�û�ù�ô�ÿ�ù0 
��ô"ÿ
�
÷�û
þ±û
ýoû´ø��bÿ�øcÿ
�
ôj�Çø(÷�+õø�	���ø(û
ý s ��� t�9�þ±ÿ��7ú�ù
#7ô�ô�û ù
�
ø���ûZÿ��
ô�÷�ôoÿ��­ú�ÿr��þAÿ��[ÿ
�
ô�+$þAû;��ø,	tþ@�kú�ýaô�ù
�
ù�ô��õþ±ûoÿ��
þ±ù ö7ú�ö7ô�÷C9 ø(û
ô<�@ú�ûcô��
�
þ�#
þ±ÿÑú¨û ú¨ü±ý(ø(÷�þ±ÿ
���
ÿ�ø!��ø(û
ù�ÿ�÷�����ÿ�ö7ø(ü��
�
ô��
÷�ú�ü3��øaû$ÿ�þ±û
�
ø��
ùsú�û­ú¨üAøaý(ù 3 $ ��(
��þ±ÿ
��ú�ù�ô�ÿDø,	3J(ô�÷��Óýaø$øF�kö
÷�ø(ö7ô�÷�ÿ�þ±ô�ùR��þAÿ���÷�ô"ý?ú�÷���ÿ�ø
ÿ�øaö­øaü±ø(ý(þ��6ú¨ü ú¨û­ú�ü±ø(ý�� $ ô�ù�ö­ô��"þ/ú¨ü±ü@� þ±ù�ø���ø(÷�ö��
þ±ù
� #7ôB�
ÿ5�Çô�ô�û)1 $ � l � (;ú�û��51 5 $ 3 $ ��( l � ( $ ÷�ô�ù�ö: 1 $ � l � (;ú�û;�1 5 $ 6 �O(J� 3 $ ��( l � (
(sþ±û������"ô�� #F� þ±û���ü��
ù�þ±øaû #7ô�ÿ5�Rô"ô�û
�	�Zú�û;� 3 $ ��( $ ÷�ô�ù�ö? 3#7ô�ÿ5�Çô�ô�û ��� ú¨û��*6 �[(	� 3 $ ��(�(
(O 
uDô"û���ô�9�ú�û þ±û?ÿ�ô�÷�ô"ù�ÿ�þ±û
ýõö´÷�ø�#´üAôO�Oþ±ù��"�
ô�ÿ��
ô�÷�ôOUF�´þ@J��
ú�ü±ô�û;��ô ��#­ô�ÿ5�Çô�ô�û|þ@�kú�ýaô�ùtþ���ö
ü±þ±ô�ù���ô"ü� 3�!#7ô�ÿ5�Rô"ô�û
ÿ
�´ô�ù�ôS��øaû$ÿ�þ±û
�
ø��
ùkú�û­ú¨ü±ø(ý(ù0 q�"�
þ±ù�ö´÷�ø�#´üAôO�I9��"�
þ��B�
þ±ùR	Âú¨÷�#­ôO�(ø(û;� ÿ
�´ô�ù
�"ø(ö7ôÓø,	Dÿ
�
þ±ùtö7ú�ö7ô�÷C9Bù
�
ø��
ü��S#­ô
÷�ô"ü/ú¨ÿ�ô��õÿ�økÿ
�
ô�ö
÷�ø�#
ü±ô��Ôø�	 �´ô�ÿ�ô�÷���þ±û
þ±û
ýr�"�
ô�ÿ
�´ô�÷Öú
ö­ú¨÷êú�ü±ü±ô�ü7ÿ
�
þ±û
û´þAû´ýhøaö­ô�÷�ú�ÿ�ø(÷�ú�ü��Äú0�$ùÇö
÷�ô"ù�ô�÷�J(ô�ù]ÿ�ø(ö7ø(üG�
ø(ý���s �+��t5 
6*û�ÿ��
ôR	�øaüAü±ø���þ±û
ý29�	�øa÷Dÿ��
ôhù�ú�+aôtø�	�ù�þ���ö
ü±þ@�"þAÿ5�
9aÿ
�
ô

ÿ�ô"÷
� �´ø���øaÿ�øaöF��ø�	Äú #
þ±û­ú�÷��kø�#�-�ô��"ÿ�� ��þ±ü±ü?#7ô�ô�� �
ö
ü±ø��(ôO�âÿ�ø �B�­ú¨÷êú��"ÿ�ô�÷�þ@8"ô`ÿ��
ôZô�U
�
þ�J(ú�ü±ô�û;��ô ��üªú�ù�ù ø,	
��ô"ü� ���ÿ�ø"�"�
þ��N�.#­ô�ü±øaû
ý(ù ÿ
�
ô"���)#
þ±û­ú�÷�� þ��kú�ý(ô:�"�
þ��B�
�
ô�ù���÷�þ�#7ô�ù��r :uDô�û��"ô�9V��� #
þ±û­ú¨÷
�sþ��Óú�ýaô�ÿ�÷�ú�û
ù 	�ø(÷��Óú �

ÿ�þ±ø(û
ù�ö
÷�ô�ù�ô�÷
J$þ±û
ý[ø�#�--ô���ÿj�
ø���ø(ÿ�ø(ö
�S��þ±üAü"#7ô��6ú�ü±ü±ô��
�´ø���øaÿ�øaö
þ��4�´ôB	�ø(÷��Óú¨ÿ�þ±ø(û
ù $ ÿ��
ôsø�#�-�ô��"ÿ�#­ô"þAû´ý*�
ø���ø��
ÿ�ø(ö
þ��6ú¨ü±ü@�<�´ôB	�ø(÷���ô��2(� 
� ø(÷�ö´÷êú��"ÿ�þ��6ú�ü9ú¨ö
ö
ü±þ��6ú�ÿ�þ±ø(û
ù��
ô�ù���÷�þ�#7ô��oþ±û�ÿ
�
þ±ù�ö­ú �

ö7ô�÷09��Çô �´ù�ô"��ô�ü5 +��þ±ûhúDJ(ô"÷
�t÷�ô�ù�ÿ�÷�þ���ÿ�ôO�*��ú0�F 26*û��
ô"ô��?9
ø��
÷ �
ø���øaÿ�ø(ö´þ@�p�
ôB	�øa÷
�Óú¨ÿ�þ±ø(û´ùõ÷�ô�ü�� ø(û ÿ
�´ôq�Rô�ü±üG�
+$û
ø���û ��øaû���ô�ö
ÿyø�	�ù�þ���ö
ü±ôkö7ø(þ±û$ÿ�ùC9�û7ú���ô"ü@� ö­øaþ±û?ÿ�ù
ÿ��­ú�ÿR�6ú¨ûI�B�­ú¨û
ý(ôsø�	���ø(ü±ø(÷�þ±ûoú #
þ±û­ú�÷���þ��Óú�ýaôE��þ±ÿ
�T�
ø��
ÿ�ÿ�ø(ö7ø(ü±ø(ý�����ø
�
þGPV�6ú�ÿ�þ±ø(û
ù0 % ûq�
ø���ø(ÿ�ø(ö
þ����
ô��
	�ø(÷
�kú�ÿ�þAøaû[þAùyÿ
�
ô�ûq�"ø(û
ù�ÿ�÷
�;��ÿ�ô��bú¨ùoú[ù�ôOUF�´ô�û���ô ø�	
ù�þ���ö
ü±ô�ö7ø(þ±û$ÿÓú,���
þ±ÿ�þ±øaû
ùhøa÷*�
ô"üAô"ÿ�þ±ø(û
ù�þ±û�ÿ��
ô�#
üªú,�N+
ö7ø(þ±û$ÿ�ù�ô"ÿC97�"�
þ��B�kþ±ùDô6ú¨ù
�kÿ�ør�6ú�÷�÷
�kø��
ÿD#­ôO�6ú��
ù�ôhô �<�
�"þAô"û?ÿÇü±ø
�6ú�ü2�B�­ú�÷�ú���ÿ�ô�÷�þ�86ú¨ÿ�þ±ø(û
ù�ø,	9ù�þ���ö´üAôÇö7ø(þ±û$ÿ�ù�ô��$þ±ù�ÿ
s � �0t�9=s ��� t�93s ���0tH93s ��� tH só �
ô�÷�ô6ú�ùhú�û
���<#7ô�÷Dø,	 �´þ �;ô�÷ �
ô"û?ÿ"�´ôBP­û
þ±ÿ�þ±øaû
ùRø,	^ÿ��
ô�û
ø(ÿ�þAøaû�ø,	^ÿ�øaö­øaü±ø(ý��sö
÷�ô�ù�ô�÷�J(ú0�
ÿ�þ±ø(ûõþ±û ��� #´þAû7ú�÷
�yþ@�kú�ýaô�ùR�­ú0J(ôA#­ô"ô�û ö
÷�ø(ö7ø(ù�ô�� þ±û
ÿ��
ôsüAþ±ÿ�ô�÷êú¨ÿ
�
÷�ô�9;þ±ÿDÿ��
÷�û
ù�ø��
ÿ�ÿ
�­ú¨ÿDô��
ú��"ÿ�ü���ÿ
�´ôhù�ú���ô
ö7ø(þ±û$ÿ�ù�ú�÷�ô�ù�þ���ö
ü±ô"�"�
þ��B�
ô�Jaô�÷��
ôBP­û
þ±ÿ�þAøaû�þ±ù��
ù�ô��Ss ��� t
$ �
þ��Áô"÷�ô�û��"ô�ù�ø
�����´÷høaû
ü�����þ±ÿ
�cö­ú�÷�ú�ü±ü±ô�ü3�
ôB	�ø(÷
�kú�ÿ�þAøaû
ú¨ü±ý(ø(÷�þ±ÿ
����ù3�B�­ú�û
ýaþ±û
ý/�"ø(ü±ø(÷Çø�	4ù�ô�Jaô�÷êú¨ü9ö7ø(þ±û$ÿ�ùDú�ÿÇÿ
�´ô
ù�ú���ôRÿ�þ@��ôC(� 2�"�
þ±ù4ù
�´÷�ö
÷�þAù�þ±û
ý���øaû
	H�
ù�þAøaû/��þ±ÿ��t÷�ô�ý$ú�÷��
ÿ�ø�ÿ�øaö­øaü±ø(ý��yö
÷�ô�ù�ô�÷
J(ú¨ÿ�þ±ø(û �
ôBP­û´þAÿ�þ±ø(ûõù�ÿ�ô���ùA�Óú¨þ±û
ü��
	�÷�ø��Ôÿ
�
ôr��ø(û´ù�þ��
ô�÷�ú�#
ü±ô�þ±û��"÷�ô6ú¨ù�ô�þ±û���ø���ö
ü±ô��$þ±ÿ5� #7ôB�
ÿ5�Çô�ô�û � ��ú¨û��I���nÿ�øaö­øaüAøaý��r�"�
þ��N�!�­ú�ù�÷�ô"ù
�
ü±ÿ�ôO�oþ±û
	�ø(÷
�kú�ü±þ�86ú�ÿ�þ±ø(û<�
þ��*���
ü±ÿ�þAô"ù $ þ±ÿ]ù
�
ø��
ü���#­ôsû
øaÿ�ô��cÿ
�­ú¨ÿ
þ±û � �W�´þAù���÷�ô"ÿ�ô*�´ø���øaÿ�øaöF��þ±ù���ø���ö
ü±ô�ÿ�ô"ü@�j�
ô"ù
��÷�þ@#7ô��
#
��ÿ
�
ô�ÿ�÷�ô�ô�ø�	4û
ô�ù�ÿ�ô�����øaû
û
ô��"ÿ�ô�����ø���ö­øaû
ô�û$ÿ�ø,	^ø�#T�
--ô���ÿÓú¨û�� #7ú��B+$ý(÷�ø��
û�� $ ù�ô�ô � þ±ýV  ��(*s ����t�Q��
ô�û;��ô�9�þ±û
�Úô�ü5 ��92��ø(û;�
þ±ÿ�þ±ø(û
ùA��9 � ú�û��!���­ú�ü±ù�ú�÷�ôsù
� �*��þ±ô�û$ÿ ÿ�ø
�´ôBP­û
ô��´ø���øaÿ�øaöF�cö
÷�ô�ù�ô�÷�J$þAû´ý �
ôB	�ø(÷
�kú�ÿ�þAøaû
ùN(O �"�´ô
ö´÷�ø�#´üAôO�q��ø(û��"ô�÷�û
þ±û
ýD��ø(û$ÿ�þAû
�
ø��
ù^ú¨û­ú�ü±øaý(ù;÷êú¨þ±ù�ô��tö´÷�ôB�
J$þ±ø��´ù�ü�� ��ø��
ü�� #­ô�ú��;�
÷�ô�ù�ù�ô��p	�øa÷�ù�þ���ö
ü±ô�ö­øaþAû$ÿ�ù<#F�
�"ø(û
ù�ÿ�÷
�;��ÿ�þ±û
ýkú��*�´øF�D�
ôB	�øa÷
�kú�ÿ�þ±øaûh÷�ô�ÿ�÷�ú���ÿ�ù"	�øa÷Rô6ú,�B�
�"ø(û
P­ý��
÷êú¨ÿ�þ±ø(ûäþAû�ÿ��
ô�ùêú,��ô4ù�ö´þA÷�þ±ÿ9ÿ
�7ú�û�þ±û*s � �0t�	�ø(÷;þ±ù�ø,�
ÿ�ø(ö
�
 "]ô�J(ô�÷�ÿ
�
ô"üAô"ù�ùC9´ÿ
�
þ±ù3�Çø(÷�+hú�ö´ö­ô6ú¨÷�ùÇö­ú�÷�ÿ�þ����
üªú¨÷�ü��
�O���<#­ô"÷�ù�ø���ôj��þ±ÿ
�[÷�ô"ý?ú�÷��[ÿ�ø ÿ��
ôkû
���<#­ô"÷�ø�	���ø(ûT�
P7ý��
÷�ú�ÿ�þ±øaû
ùC97ú�ü±ü;ÿ
�
ôR��ø(÷�ôD#­ôO�6ú��
ù�ôhÿ��
ôt÷�ô�ù
�
ü±ÿ]ù�ô�ô���ù
þ±û$ÿ
�´þAÿ�þ�J(ô�ü��kÿ�÷��
ô� % ö­ú¨÷�ÿR	�÷�ø��n�
ø���ø(ÿ�øaö
��ö
÷�ô�ù�ô�÷�J(ú0�
ÿ�þ±ø(ûS	�ø(÷A��ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��
ùhú�û7ú�ü±ø(ýaùC94ö
÷�ô�ù�ô�÷�J(ú�ÿ�þAøaû[ø�	"	H�
ûT�
�7ú���ô"û?ÿ�ú�ü7ý(÷�ø��
ö
ù]ø�	=��ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��
ùDú�û­ú¨ü±ø(ý(ù��
ôBP7û
ô���þ±û
s ���0t4�"ø��
ü�� #7ôoúõý��
þ��
ô�ü±þ±û
ôkÿ�ø)P­û��`ú ý(ø$ø
� -��
ù�ÿ�þ P;�
�@ú�ÿ�þ±øaû 	�øa÷��<�
ü±ÿ�þ±ù��6ú�ü±ôkþ���ö
ü±ô���ô�û$ÿêú�ÿ�þ±ø(û
ùsø�	�ù�þ���ö´üAô
ö7ø(þ±û$ÿ*#7ú�ù�ôO� �
ø���øaÿ�ø(ö´þ@�r�
ôB	�øa÷
�kú�ÿ�þ±øaû
ùC q�]þ��*���
ü±ÿ5�
ü±þ±ô�ù]þAû�ÿ
�
ô.#­ô��7ú0J?þ±ø��
÷Dø,	^ÿ
�´ôÖú¨üAýaø(÷�þAÿ�����ø�	Es ��� t9ö
÷�ø,�
�;����þ±û
ýA��ø(û$ÿ�þ±û
�
ø��
ùRú�û7ú�ü±ø(ýaù�÷�ô�üªú¨ÿ�þ�J(ô�ü��sÿ�øA�<�
ü±ÿ�þ±ù
�@ú�ü±ô
ö7ø(þ±û$ÿDø,	3J?þ±ô���9;#��
ÿ]þAû$ÿ��
þ±ÿ�þ�J(ô�ü��
9�	�ø(÷Dÿ��
ôtù�þ@��ö
ü±ôE+$þ±û��
ø,	M��� #
þ±û­ú¨÷
�sþ��Óú�ýaô�ù=��ø(û´ù�þ��
ô�÷�ô��kþAû�ÿ
�
þ±ù�ö7ú�ö7ô�÷ $ þ��<�
ú¨ý(ô�ùkô�û;�
ø��RôO� ��þ±ÿ
� ÿ
�´ô $ � ��9 ��(r���­ú¨ü4�"ø(û
û
ôO��ÿ�þ�J$þG�
ÿ�þ±ô�ùN(O9Dúõù�þ@��ö
ü±ô�÷�ú�ü±ý(øa÷�þ±ÿ
��� ��ø��
ü�� #7ô��
ù�ô�9Dû­ú,��ô�ü��



��� �

C2

A0

B0

C0

B1

C1

D1D0

B1

C0
D1

C2

C1

A0

B0

Connected component tree

D0

�����������9C$�����4���­�����9���"�������������Ç���"�,�(�������6��!
���
	 .(�������9��<��������7	����D�-�W����!;���"�,��
��������@�$����	��D����.(�������9!���	������?�����4�������4���6�"�­��! �����
����.(�������;�����������������������,�(�������6�$���
�����4<�	���!6�"�������@���������4������	���������� ��	����7���
����� ������� ��!;������!��������������B5;�����]	��D	�
���������	������­���
��<��������
	����]<�	���!6�"�������@�Ç����!������������������������������,�(�������6��!�>
	�øa÷ � h $K��� ( l � � l � l	� (�9�3 $ ��( h�� &	� $ � (�
 � # � (
�"�
ô�÷�ô�� $ � (9þ±ù�úD����#7ô�ø�	­ù�þ��
ô"�
û
þ±ÿ5�R��ô�û$ÿ�ô"÷�ô���ú�÷�ø��
û;�
�  

�
�T�
��
@��B8��?D�E�/���������%Fz5��DfA��=ABQ�4U'�%�Q=M� �4�\�4&#9

óõôE��þ±ü±ü
û
ø��p�
ô�ù
�"÷�þ�#­ôäÿ
�
ôR�Óú¨þ±ûhø��
ÿ�ü±þ±û
ô�ùÇø�	9ÿ��
ôR�
ø��
��øaÿ�øaö
þ��6ú�ü±ü��"�
ôB	�øa÷
�kú�#
ü±ô�÷�ô�ý(þ±ø(û $ uR�R�E(:��ô�ÿ��
ø
��#7ôB�
	�øa÷�ôr	�ø
���
ù�þAû´ýõø(û þ±ÿ�ù�ú�ö
ö
ü±þ��6ú¨ÿ�þ±ø(ûõÿ�øõÿ
�
ô��´ô�ÿ�ô��"ÿ�þ±ø(û
ø�	Çÿ
�
ô ��ýa÷êú0�j�Óú¨ÿ�ÿ�ô"÷ $ �"�´þAÿ�ôR�Óú�ÿ�ÿ�ô�÷]þ±û?ÿ�ô�÷5	*ú���ô��2 % û
þ±û
þ±ÿ�þªú�ü ÷�ô�ýaþ±ø(ûcô�û��
ø��Çô�����þAÿ�� ú�ö
÷�þ±øa÷�þ=+$û
ø���ûoÿ�ø(ö7ø��
ü±ø(ýaþ@�@ú�ü�ö
÷�ø(ö7ô�÷�ÿ�þAô"ùÓþ±ù<�
ø���øaÿ�ø(ö´þ@�@ú�ü±ü����
ôB	�øa÷
��ô��Zú��B�
��øa÷
�
þ±û
ýõÿ�ø ��ô�ü5 �cþ±û[ø(÷��
ô�÷�ÿ�øS��þ±û
þ���þ�8�ô�úcýaüAø�#­ú�ü
ô�û
ô"÷�ý��
 3�"�´þAù�ô"û
ô�÷�ý��*�­ú¨ùDÿ��
ôD	�ø(÷��bø�	�ÿ
�´ô4u�ú���þAü±ÿ�ø��
û
þªú�ûyø�	Dú*'�þ�#�#
ù�÷�ú�û��
ø��_P­ô�ü�� $ '.� � ( $ ÿ
�
ô�ô�û´ô�÷�ý��
ø(û �"�
þ��B�ZúS'�þ�#�#
ù<�
þ±ù�ÿ�÷�þ�#��´ÿ�þ±ø(û[÷�ô"üAþ±ô�ùB(�9�û7ú���ô"ü@� ú
��ü±þ�U
�
ôtö7ø(ÿ�ô"û?ÿ�þªú�ü9ù����I ";þ�+(ô�þ±û��
ôB	�ø(÷
�kú�#
ü±ôD��ø(û$ÿ�ø��
÷
ú�ö´ö
÷�ø$ú��B�
ô�ù099ÿ��
þ±ù ô"û
ô�÷�ý��oþ±ù�ÿ
�´ôhù���� ø,	Äÿ5�Çø�ÿ�ô�÷
��ùC>
ús÷�ô"ý��
üªú�÷�þ�86ú�ÿ�þAøaûkÿ�ô�÷����"�
þ��N�y÷�ô�ü±þ±ô�ù"	�ø(÷�þ±û
ù�ÿ�ú�û��"ôhøaû
6*ù�þ±û
ýD��ø
�
ô�ü2s ���0tH9aú�û��hú �­ú�ÿ�ú"�
÷�þ�J(ô�ûsÿ�ô�÷��q�"�
þ��B�hþ±ù^ú
ù�þ���ö
ü±ô3��ø
�
ô�ü$ø,	Áÿ��
ô�û
ø(þ±ù�ô�ö
÷�ø
��ô�ù�ùC muDô�û��"ô�9
ú�û­ú¨ü±ø(ý��
#7ô�ÿ5�Rô"ô�û<u4�R� ú¨û��A�
ôB	�øa÷
�Óú,#
ü±ô=��ø(û$ÿ�ø��
÷�ú�ö
ö´÷�ø?ú,�B�
ô�ù
þ±ù�ù�ÿ�÷êú�þ±ý��?ÿ 	�ø(÷��Äú¨÷
�?>
2 �"�
ô�ù
�
÷ 	Âú���ôkø,	Dÿ
�
ôj�
ôB	�ø(÷
�kú�#
ü±ôs÷�ô�ýaþ±ø(û #7ô��­ú0Jaô�ù
ü±þ�+(ô�ú!�
ôB	�øa÷
�Óú,#
ü±ô�ù
�
÷ 	Âú��"ôÓ÷�ô�ý��´ü/ú¨÷�þ�8�ô�� #
�S6*ù�þ±û
ý
��ø
�
ô"ü�÷êú¨ÿ
�
ô�÷�ÿ��­ú�ûS#
� új�´þ �;ô�÷�ô�û$ÿ�þªú�üÇÿ�ô�÷�� s����0tH 
�"�
þ±ù�÷�ô�ù
�
ü±ÿ�ù�þAû�ú.#7ô�ÿ�ÿ�ô�÷"�
ô�ÿ�ô���ÿ�þ±øaûÓø,	?��ø(û
Jaø(ü��
ÿ�ôO�
ù
�´÷5	Âú,��ô�ùC "]ô�J(ô�÷�ÿ
�
ô"üAô"ù�ùC9UþAÿ�ù��
ø��´ü@�j#7ôtû
øaÿ�ô���ÿ��­ú�ÿ
ø�J(ô"÷5�*÷�ô�ý��
üªú�÷�þ�86ú¨ÿ�þ±ø(û�ö´÷�ø�#´üAôO��ù�ù�ÿ�þ±ü±ü
ô��$þ±ù�ÿ"��þ±ÿ
��÷�ôB�
ý?ú¨÷
��ÿ�øRP­û
ô]ù�ÿ�÷�����ÿ��
÷�ô�ùD�"�
ô�ûr�
ù�þ±û
ý�6*ù�þ±û
ý/��ø
�
ô�ü5 
�"�
ô�÷�ôB	�øa÷�ôÇù�ö7ô���þGPV�Dú�ö´ö
ü±þ@�@ú�ÿ�þ±øaû
ù?��ø��
ü����6ú¨üAü,	�ø(÷ ô����
ÿ�ô"û
ù�þ±ø(û ÿ�øS��� ø�	 ú,�­ú�ö
ÿ�þ�J(ô*��ú¨÷
+(ø�J$þªú�ûõ÷�ô�ý��´ü/ú¨÷5�

þ�86ú¨ÿ�þ±ø(û���ø
�
ô"üAù�ö
÷�ø(ö7ø(ù�ô�� þ±û � � $ ü±þ±û
ô�ö
÷�ø
��ô"ù�ù�ô"ù
s ���0t�9����B�
þ±ô�û
�<��ø
�
ô"üMs ��� t (

2 ��ú¨ÿêú ��øaû$ÿ�÷�þ�#��´ÿ�þ±ø(û ÿ�ø ÿ
�
ôõýaü±ø�#­ú¨ütô�û
ô�÷�ý��q�
ø$ô�ù
û´ø(ÿ9÷�ô�ü���ø(ûtö7ø(ÿ�ô�û$ÿ�þªú�ü±ù^ú¨ÿ�ÿ�÷êú��"ÿ�þ±û
ýDÿ��
ô3�
ô�	�ø(÷��Óú�#´üAô
ù��
÷5	*ú���ô ÿ�ø���ú�÷��
ù{ô��´ý(ôbö7ø(þ±û$ÿ�ù ö
÷�ô�J$þ±ø��´ù�ü�� ô����
ÿ�÷êú,��ÿ�ô�� #
� ú�û ô��
ýaô �´ô�ÿ�ô��"ÿ�ø(÷<#;�
ÿhøaû þ±û$ÿ�ô�û´ù�þ±ÿ5���
#7ú�ù�ôO��ö7ø(ÿ�ô�û$ÿ�þªú�ü±ù�ú,��ÿ�þ±û
ýcø(û #7ø(ÿ
� �
ô�ü±þ���þ±ÿ�ôO�õ÷�ôB�
ýaþ±ø(û
ù0 ?6*ûsÿ
�
þ±ù=��ú0�F9@ø(û´ô�þAû$ÿ�ô�÷5	Âú,��ô"�6ú¨û/#7ô�ù�ô�ü±ô��"ÿ�ô��
ú,��øaû
ý�ù�ôOJ(ô�÷�ú�ü�ø(û
ô"ù*�
ù�þAû´ýS�
þ��Áô�÷�ô�û���ô"ù #7ô�ÿ5�Çô�ô�û
ø�#�-�ô���ÿ]þ±û?ÿ�ô�û
ù�þAÿ�þ±ô�ù $ øa÷�ÿ�ô��$ÿ
�´÷�ô�ùB(� 

�"�´ôÑú¨û­ú�ü±øaý��<��þ±ÿ
�r�
ôB	�øa÷
�Óú,#
ü±ô"��ø(û$ÿ�ø��
÷Dú¨ö
ö
÷�ø$ú��B�
ô�ù
�@ú�û<#7ô�ô��$ÿ�ô�û��´ô��*#
�tÿ��
ôRþ±û$ÿ�÷�ø
������ÿ�þAøaû�ø�	Áú]ö
÷�ô�ù�ù�þ±ø(û
�
ü±þ�+(ôõÿ�ô�÷
� ��ø(÷�÷�ô�ù�ö­øaû��
þ±û
ý�ÿ�ø ú�û{ô��?ÿ�ô�÷�û7ú�üAP­ô�ü���þ±û
ÿ��
ô '�� � �
ø��Óú�þ±û? n�"�
ô[ý(ü±ø�#­ú�ütô"û
ô�÷�ý��{þ±ù���þAû´þ �
��þ�8�ô�� �
ù�þ±û
ý ô�þ±ÿ��
ô�÷oú)�
ô�ÿ�ô"÷
��þ±û
þ±ù�ÿ�þ��oú�ü±ýaø(÷�þ±ÿ���� øa÷
ú|ù�ÿ�ø
�N�7ú�ù�ÿ�þ�� ú¨ü±ý(ø(÷�þ±ÿ
��� $ ô� ý2 ù�þ��<�
üªú�ÿ�ô�� ú¨û
û
ô6ú¨üG�
þ±û
ý
(� 76*ÿ ù
�
ø��
ü��R#­ô�û´ø(ÿ�ôO�tÿ
�­ú¨ÿ9ù�þAû;��ô�ÿ�øaö­øaü±ø(ý(þ��6ú¨ü���ø(ûT�
ù�ÿ�÷�ú�þ±û$ÿ�ùDú�÷�ô�þAû;��ü����
ô��kþ±û�ÿ��
ôR��þ±û
þ���þG86ú�ÿ�þAøaûtö
÷�øF�"ô�ù�ù09
ÿ��
ôRu4�R� ��ô�ÿ
�
ø
�r�
ø$ô�ùRû´ø(ÿÇ÷�ô�ù�ö­ô��"ÿ ÿ��
ô ��ö­øaù�þ±ÿ�þ�J$þ±ÿ5�
�"ø(û
ù�ÿ�÷êú¨þ±û?ÿ ��ø�	3'�� � ú�û��r�
ô�û��"ô��
ø$ô�ùDû´ø(ÿ�#­ô�ü±øaû
ýhÿ�ø
ÿ��
ô*'�� � ��üªú�ù�ùtø�	 ��ô�ÿ
�´øF�´ù $ þ±û ú�'.� � 	Âú���ô��Çø(÷
+79
ú¨ü±ü�ÿ
�
ô3�"ø(û
P­ý��
÷êú¨ÿ�þ±ø(û´ù?��øa÷�÷�ô"ù�ö7ø(û��
þ±û
ý]ÿ�ø�ø�#�-�ô���ÿ�ù^û´ø(û
�´ø���øaÿ�øaö
þ��Dÿ�ø�ÿ
�
ôäþAû´þAÿ�þªú�ü;ø�#�--ô���ÿE�Çø��´ü@�j�­ú0Jaôtú�û
�
ü±ü
ö´÷�ø�#7ú�#
þ±ü±þ±ÿ5�T(O 

�:a � ' ��
 ' b:c *;cCiLeVb

�"�´þAùÇù�ôO��ÿ�þ±ø(û!�
ô�ù
�"÷�þ�#­ô"ùDÿ
�´ô4�´þ �;ô�÷�ô�û$ÿ�ù�ÿ�ô"ö
ùDø,	uú�ûkú�üG�
ýaø(÷�þAÿ����{ú�ü±ü±ø���þ±û
ý�ù�ô�ý���ô�û$ÿêú�ÿ�þ±ø(û�ø�	­ÿ��
ô��
û
þ±ø(û6& ��
 � 9
ýa÷êú0�r�Óú�ÿ�ÿ�ô�÷ (tþ±û úr��� ��� þ��Óú�ýaôDø,	uÿ��
ô��
ô@ú�� $ ù�ô�ô
� þ±ýV ���(�ú¨ùRú�ûsø�#�-�ôO��ÿ �´ø���øaÿ�øaö
þ���ÿ�øhú]ù�ø(ü±þ��/#­ú¨ü±ü���þ±ÿ
�
øaû
ô<�6ú0J$þ±ÿ5�F .�"�
þ±ùtú�ü±ý(øa÷�þ±ÿ
�����"ø��<#
þ±û
ô�ù�ÿ�ø?øaü±ù ø,	 ���
�kú�ÿ��
ô��Óú¨ÿ�þ��6ú¨ü?��øa÷�ö��´ø(ü±ø(ý�� ��þ±ÿ��õÿ
�
ôru4�R��ö
÷�þAû;��þG�
ö´üAô�ö
÷�ô�J$þ±ø��
ù�ü@�r�
ô�ù���÷�þ�#7ô��? 



� � ���

ùêú¨ý(þ±ÿ�ÿ�ú�ü ú+�$þªú�ü ��øa÷�øaû­ú�ü

��������� �9C;�������4�����������"����	�
�!�
�������!;���
�����4C4'��ª57�������@��������èo����	��"��.�'ê+ 	�	)�@��	�
a!�
�������!;+
� 
��t+ � 
�#������6��
(!���-����;'�����#�!�
������4��������!@����!�! �
'�> ,�����#�!���	�������� � �@������	����k'"> ��C$��!�
�	60»>

��� ����� �Á=;��	�����!����������6��	�����������!������R,
	���	���������	������*	�
�������������
���� ��.A����!���
��
���7����� ����������!�����������������.±�*��>
!����
��	¨>�'�> 	60�0*>
���������,=M�4�\&�9A� �4BQ�"&�?D��?D�\�4&d!49A��&��{��u�B8��?%;6�HBQ�4?��������

BQ�4=���;���������F

�"�
ô P­÷�ù�ÿOù�ô"ý���ô"û?ÿ�ú�ÿ�þAøaû ù�ÿ�ô"ö ö
÷�ø
�����"ô�ùC9 	�÷�ø��
ÿ
�´ô �!� þ��Óú�ýaô $ ù�ô�ô � þ±ýV ��(O9 úW#
þ±û­ú¨÷
� ø�#�--ô���ÿ
��
���� & p ������� �"�
øaù�ô ù
�
÷ 	Âú���ôW��øa÷�÷�ô�ù�ö7ø(û��´ù{ÿ�ø ÿ
�
ô
#
÷�ú�þ±û �
�
ü±ü5 �"�´ôZù�ÿ�÷
����ÿ��
÷�þ±û
ý�ô�ü±ô���ô�û$ÿ�ù �
ù�ô�� ÿ�ø
��øaû
ù�ÿ�÷
����ÿsÿ
�´ô*��øa÷�ö��´ø(ü±ø(ýaþ@�@ú�ü;ÿ�÷�ú�û
ù 	�ø(÷��Óú¨ÿ�þ±ø(û
ùAs ���Bt
ú�ö´ö
ü±þAôO���;�
÷�þ±û
ýõÿ��
þ±ù�ù�ÿ�ô"ö ú¨÷�ô�#­ú¨ü±üAùsø�	hú¨û
þ±ù�ø(ÿ�÷�øaö
þ��
�B�­ú�� 	�ô�÷<�
þ±ù�ÿêú�û;��ô�ùoú,�­ú�ö
ÿ�ô�� ÿ�ø ÿ��
ô�J(ø+�$ô�ü�ù�þ�8�ô�ùkø,	
ÿ
�´ô ����þ��kú�ý(ôjs � � tH ��"�
ô 	�ø(ü±ü±ø���þ±û
ý�ö
÷�ø
��ô�ù�ù�ô�ùÓú¨÷�ô
ú�ö´ö
ü±þAôO��ù�ôOUF�´ô�û$ÿ�þªú�ü±ü��F 
�:a&`Va ` Ø�iLb�*�d�i���*�c0iHe2b��
� a úsü±ø��[ÿ
�´÷�ô�ù��
ø(ü���ô�ü±þ���þ±û­ú¨ÿ�ô�ùBù
+
�
ü±ü^ú¨û�� ��

� Q
Ø a ú �
þ±ý���ÿ��
÷�ô�ù��
ø(ü�� ô�ü±þ@��þ±û­ú�ÿ�ô�ùjJ(ú�ù
�O�
üªú�÷�ù��?ù�ÿ�ô��
ú�û;�*	*ú�ÿC 

�"�
ô�ù�ôRÿ5�Çø�ÿ
�´÷�ô�ù��
ø(ü��
ù�ú�÷�ô�ô6ú¨ù�þ±ü��Dô�ù�ÿ�þ��Óú¨ÿ�ô��D	�÷�ø�� ÿ
�
ô
þ��Óú¨ý(ô"�
þ±ù�ÿ�ø(ýa÷êú��� 

�:a&`2a $ ~ d�e /OiLeVb�� ú<��� #
þ±û­ú�÷���ô�÷�ø(ù�þ±øaû $ ���r� ( 	H�
ü±ü��
�´þAù���ø(û´û
ô���ÿ�ù ÿ��
ôR#
÷êú¨þ±û*	�÷�ø�� ø(ÿ
�´ô�÷�ÿ�þ±ù�ù��
ô�ù0 
�:a&`2a%� � *�d�� ' d / ' , ' h�c0iLeVb�� ÿ
�´ôOüªú�÷�ýaô�ù�ÿ � �0�
�"ø(û
û
ôO��ÿ�ô�� ��ø���ö­øaû
ô�û$ÿbþ±ùrù�ô�ü±ô���ÿ�ô�� ú�ù ú #
÷�ú�þ±û
�kú�÷�+(ô�÷0 
�:a&`2a � � ' h�e2b /�c0d�g3h�c0iHe;b�� úq��� �´þAüªú¨ÿ�þ±ø(û�ø,	Óÿ
�´ô
�kú�÷�+(ô�÷ $ ùêú���ô�ù�þ�8�ô�ú�ùDÿ��
ôsô�÷�øaù�þ±ø(û $ �B	N �ù�ÿ�ô�ö �V ��� � (
(
�"ø(û��
þ±ÿ�þAøaû­ú�ü±ü���ÿ�ø�ÿ��
ô�÷�ô�ù��
ü±ÿ�ø�	^ÿ��
ô�#
þ±û­ú¨÷�þ�86ú¨ÿ�þ±ø(û $ �B	N 
ù�ÿ�ô�ö �V ��� ��C(u÷�ô���øaû
ù�ÿ�÷
���"ÿ�ùtÿ��
ô�#
÷�ú�þ±û $ ù�ô�ô � þ±ýV 
��(� 
�:a&`2a � � ,Le /OiLb ��� ú ��� ��ü±ø(ù�þAû´ý $ � �,�*� (.P7üAü±ùkÿ
�´ô
ù��
ü���þ59�ÿ
�´ô�þ±û?ÿ�ô�÷5�5�
ô���þ±ù�ö��
ô"÷�þ��jP­ù�ù
�
÷�ô ú¨û��[ÿ
�
ô�J(ô�ûT�
ÿ�÷�þ����
üªú¨÷Rù��?ù�ÿ�ô�� $ ú�û�ú,���
þ±ÿ�þ±øaû­ú�ü$ô��;ô���ÿ�ø,	9ÿ
�
þ±ùÇù�ÿ�ô"ö�þ±ù
ÿ��
ôt÷�ô���ø�J(ô"÷�þ±û
ý�ø,	�û­ú�÷�÷�ø���ý��$÷�þ9ÿ�÷��
û��6ú¨ÿ�ô���#
��ö
÷�ô�J$þG�
ø��
ù�ù�ÿ�ô�ö
ùB(� 
�:a&`2a ! � *#�7iLcA� ' ,Hi�
SiHb�*�c0i&e2b�� ÿ
�
ôs÷�ô��kú�þ±û
þ±û
ý<�6ú0J$þG�
ÿ�þ±ô�ù�ø�	 ��
���� & p ������� 9
�
ô�ÿ�ô���ÿ�ô�� ú¨ù �0�5��ø(û´û
ô���ÿ�ô�����ø��<�ö7ø(û´ô�û$ÿ�ù�ø,	Áÿ��
ô #7ú��B+$ý(÷�ø��
û��sû
ø(ÿ�ú,�C-�ú��"ô�û$ÿ^ÿ�ø�ÿ
�
ô�þ��<�
ú¨ý(ôR#7ø(÷
�´ô�÷C97ú�÷�ô P­ü±üAôO�? 



��� ���

Homotopic multiscale dilation

Initial image Final image (scale 4) Final image (scale 2) Final Image (scale 1)

Object

domain:
conditionally to

is dilated

Initial image (scale 4) Initial image (scale 2)
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Homotopic multiscale erosion

Initial image (scale 2)Initial image (scale 4)

FInal Image (scale 2)Final Image (scale 4)Initial image

conditionally to

Object

is dilated

domain:

Final Image (scale 1)
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